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Annotatsiya: Har xil obyektlarni modellar yordamida tadqig gilishning
ko‘pgina masalalari chizigli bo‘lmagan tenglamalarni yechishga olib kelinadi.
Xususan, elektron, radioelektron va hisoblash texnikasi qurilmalarini tadqiq
gilishda, tebranishlar nazariyasi, suyuglik va gaz mexanikasi, kimyo-texnologiya va
boshga sohalar masalalarini modellar yordamida yechishda ana shunday amliy
masala yuzaga keladi. Shu kabi masalalarni yechish yo‘llaridan biri bu Steffensen
usuli va bu usul yordamida bi gancha masalalar yechilib hayotga tadbiq etilmoqda.

Kalit so‘zlar: Steffensen usuli, iteratsiya, Eytken tezlatgichi, gatorlar, Teylor
gatori.

Urinmalar usulining yaginlashish tezligini oshirish uchun quyidagi ifodadan
foydalalanish lozim:

fl(xn) ~ f(xn+1)_f(xn) (11)

Xn+1—Xn
va bu formulani 0‘ng ayirmali approksimatsiya deb qarashimiz mumkin.

Yuqoridagi ifodadan ko‘rinadiki, unda hali x,,; noma’lum had

gatnashmoqda uni hisoblash uchun oddiy iteratsiyadn foydalanamiz:
Xn+1 = 9(Xn) = X + f ().
Natijada quyidagi approksimatsiyaga ega bo‘lamiz:
f,(xn) ~ f(xn + f(xn)) B f(xn)
f(xn)

Bu ifodadan Nyuton usulida foydalanish bilan yangi iteratsion algoritmga ega

bo‘lamiz:

~ _ f(xn)
Xni1 ¥ In = S et ] ) (1:2)

Bu iteratsion algoritm sonli usullarda Steffensen usuli deb ataladi. Steffensen
usuli kvadratik yaqinlashishga ega, ammo bu yerda qo‘shimcha ravishda
f(x,, + f(x,,)) ifodaning giymatini hisoblash hisobiga yugori yaginlashish tezligiga
erishiladi. Bu usul har bir iteratsiyada funksiyaning giymatini ikki marta hisoblashni
talab giladi, bu jihatdan Steffensen usuli kesuvchilar usuliga garahanda kamroq
samara beradi.
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Yuqoridagi iteratsion algoritmni Eytken tomoni-dan taklif etilgan chizigli
yaginlashuvchi ketma-ketliklarning yaginlashishini tezlashtirish uslubidan ham
olish mumkin.

Buning uchun quyidagi ketma-ketlikni garaylik:
zn =z + Cqgn. (1.3)
Bu ketma-ketlik |g|<1 da z limitga yaqinlashadi. Uncha qiyin bo‘lmagan
akslantirishlar yordamida z limitik giymatni {zn} ketma-ketlikning uchta zn-1, zn va
zn+1 ketma ket elementlari orqali ifodalash mumkin. Buning uchun bizga ko‘rinib

turgan —— = g va 1~% — g jkkita tenglikdan ushbu (z,.1; — 2)(z,_1 — 2) =

Zn-1—

(z, — z)*? tenghkka kehnadl. Bu yerdan esa 0°z navbatida z ning quyidagi ifodasi
kelib chigadi:

2
Zn+1Zn-1 — Zn

Zn+1 — 2Zn + Zp—q .
Bu natijaga asoslanib, {zn} ketma-ketlikni boshga ketma-ketlikka
almashtirishning quyidagi Eytken taklifini garaylik:

> 2
€n+1 — Zn+1Z4n—-1"%2n (14)

Zn+1—2ZpntZn—q

7 =

Agar bu almashtirishni (1.3) ko‘rinishdagi ixtiyoriy ketma-ketlikka qo‘llasak,
u holda n ning ixtiyoriy giymatida ¢, = z = lim z, tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar
n—->00

{x,,} ketma-ketlikning yaqinlashish turi (1.3) nikiga yaqin bo‘lsa, u holda (1.4)
almashtirish (n ning ixtiyoriy giymatida uning giymatini bermasada) z ga ga
daslabkisiga nisbatan tezroq yaqginlashuvchi yangi ketma-ketlikni beradi.
1-misol. Ushbu
x3—x2—-8x+12=0
Tenglamaning ikki karrali x,, = 2 ildiziga tagribiy yaginlashishni Nyuton usuli
va unga Eytken tezlatkichini qo‘llash bilan bajaring.
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Yechish. Hisoblashlar natijalari mos ketma-ketliklar elementlari bilan
quyidagi jadvalda keltirilgan (uchinchi va to‘rtinchi ustunlarga garang).

n | % [n-x r, z —x, IE 7,
0 0.5 - - -

1 1 4534545 0.3636306 - -

2 1. 7450509 0.467391 1872159 -

3 1 876040 0486197 1 983607 0.128232
4 1 938822 0.493563 1 905588 0.208141
5 1 969602 0.406884 1900213 0.230676
4] 1 984847 0.408466 1 900811 0.240656
7 1 992435 0.400230 1 900054 0.245400
3 1 906221 0.400621 1 900088 0.247717
o 1 908111 0.400811 1. 900007 0.248863
10 1 900056 0.499005 1. 900000 0.240432
11 1 900528 0.400053 2000000 0.240717
12 1 000764 0400074 2000000 0.240836
13 ] 00882 0. 400088 2000000 .240048
14 | 19900041 0.400004 2000000 250448

Bu jadvalning uchinchi ustunida yaginlashish tezligi « = 1 deb faraz gilinib,
(1.3) tenglikdagi C o‘zgarmasnig har bir iteratsiyadagi qiymatlari keltirilgan.
Jadvaldagi natijalardan ko‘rinadiki, C o‘zgarmas iteratsion jarayonda juda kam
o‘zgarib boradi va u C=0,5 giymatga juda ham yaqin. Natijada Nyuton usulining
karrali ildizga yaqginlashish tezligi chizigli ekanligi hagida faraz isbotlanadi.

Chizigli yaginlashuvchi {x,, } ketma-ketlikni tezlashtirivchi formulaga qo‘llab,
jadvalning to‘rtinchi ustunidagi &, larning giymatlariga erishamiz. Jadvalning
iIkkinchi va tortinchi ustunlaridagi giymatlarni tagqoslash bilan yaginlashish
tezligiga erishganligimizga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham, Nyuton usulining
o‘n to‘rtinchi iteratsiyasida erishiladigan natijaga Nyuton usuli va Eytken
tezlatgichini qo‘llab, uning yettinchi iteratsiyasida shu natijaga kelish mumkinligini
ko‘rish mumkin. Bu jadvalning beshinchi ustunidagi natijalar yaqinlashish tezligi
ko‘rsatgichi a[1Ining oshishi hisobiga emas, balki C o‘zgarmasni 0,25 gacha
kamaytirish hisobiga bunday samarali natijaga erishilganligini ko‘rsatadi.

Endi oddiy iteratsiya usulida ildizga taqribiy yaginlashishning tezligini
oshirishni tahlil gilaylik. Buning uchun avvalo x,,,.,; = g(x,,) iteratsion formulaning
0°‘ng tarafini Teylor qatoriga yoyaylik, ya’ni

g(xn)= g(xr + (xn - xr))z xr+g,(xr) (xn - xr)"'o((xn - xr)z)’
Bunga ko‘ra
Xn+1 = Xr= g,(xr) (xn - xr)+ O((xn - xr)z)-

Shunday qilib, e, = x,, — x,- kvadrat aniglik bilan har bir iteratsiya uchun

quyidagi taqribiy tenglikni yozish mumkin:

[ oo )
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Xn+1 = Xr= g,(xr) (xn - xr)-

Bu yerda {x, } ketma-ketlikni quyidagi formula bilan ifodalash mumkin:

xnzxr+[ g’(xr)]n (xo - xr)

Bu ketma-ketlikning ham yaqinlashishi turi (2.3) ketma-ketlikniki kabi.
Demak, oddiy iteratsiyadagi ildizga yaginlashish ketma-ketligi yaginlashishni
tezlashtirish protsedurasini qo‘llash uchun mos ekan.

Yagqinlashishni tezlashtirish protsedurasini qo‘llashda hisoblangan har bir
yaxshilovchi giymatnining keyingi hisoblashlarda ham hisobga olinishini
ta’minlash maqgsadida uni shu zahoti hisobga kiritish lozim. Bu iteratsiyaning har
bir gadamida quyidagicha bajariladi: Faraz gilaylik, hisoblashlar x,, ning qiymatini

hisoblashgacha bajariladi; uning yordamida ikkita yordamchi x,(f)=g(xn) va x,(f)=

9(g(x,,) ) giymatlarni hisoblaymiz. Uchta x, x,(f)va x,(f) giymatlarga (1.4) tezlatgich

formulani qo‘llaymiz va uning natijasini navbatdagi x,,; Yyaqginlashish deb gabul
gilamiz:
Xn Xn))— 2 Xn
n+1:g(giii§)—lg(ing+;n' (1:5)
Bu tenglik (1.2) Steffensen iteratsion formulasining yozilish shakllaridan
biri ekanligi ko‘rinib turibdi.
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